DEMOSTRACION DEFINITIVA 3: EL POSTULADO DE LA
TETRADA

El postulado de la tétrada es el nombre que recibe la ecuacién que resulta del
requisito fundamental de que el campo vectorial completo sea independiente de sus
componentes y elementos base. Sin esta propiedad matematica la fisica resultaria
inconcebible, ya que, por ejemplo, en campo vectorial en un espacio de tres dimensiones
en coordenadas cartesianas no seria el mismo campo vectorial si se le expresase
mediante coordenadas esféricas polares. Toda demostracion en geometria de Cartan se
basa en el postulado de la tétrada, el cual fue introducido en 1925 o antes, y se ha
ensefiado desde entonces. La teoria ECE utiliza este postulado establecido de la tétrada.

Demostracion.

Consideremos la derivada covariante de la geometria de Riemann:
Vv = v v y)
D, V¥ =9,V¥+T}, V (1)

y expresemos esta derivada covariante en un espaciotiempo rotulado con indices en
alfabeto latino. Esto fue introducido por Cartan como el espacio tangencial de Minkowski a
la variedad base en el punto P, pero se ha generalizado en la teoria ECE para describir el
espin. La tétrada se define por:

ve = qg v )
y la derivada covariante deviene:
D, V4 =9,V + wl, VP (3)

donde Wﬁb es la conexidn de espin. Puede utilizarse cualquier elemento base con el

indice a, lo cual introduce una ventaja sobre la geometria de Riemann, cuyos elementos
base son d,. El campo vectorial completo es el mismo, de manera que:

DV=D,VWdx*®a,= D,V*dx* ® g, (4)

donde los elementos componentes y base del campo vectorial vienen dados. Los
elementos base y componentes se relacionan entre si mediante ecuaciones similares a

(2):
da = qg Oy (5)

Vve=qy V¥ (6)



Por lo tanto, la ec. (4) puede expandirse como:

DV =(9, (g5 V") + wypqi V*) dx* ® (q585) (7)
Ahora utilicemos la propiedad conmutativa de las matrices para reescribir la ec. (7):
DV=qg (0,(q5V") + wiqzVv?) dx* ® 0, (8)
Los indices ficticios o ahora se vuelven a rotular como v para dar:

DV=qy (a7 0,V¥ +VV0,q5 + wpq;V*) dx* @ 9, 9)
La convencién de Cartan es que qg se define como la inversa de & , de manera que:

da - 95 = (10)

Por lo tanto, la ec. (9) deviene:

DV=(0,V"+qu0,qy V' + qpw MquV’l) dx* ® d, (11)
Los indices ficticios v en el segundo término a la derecha se vuelven a rotular como A
para dar:

DV=(8,V" + q;(9,q7 + wppa)V*) dx* @ 9, (12)

Comparando esta ecuacioén con la ec. (1) da:

2 = an(0,q5 + 0hay) (13)

y utilizando la ec.(10) obtenemos el postulado de la tétrada, que era lo que pretendiamos
demostrar:

D, q3 = 0,q% + wiq; - Thq8 =0 (14)

en donde la derivada covariante actua sobre un tensor de indice mixto de rango dos, la
tétrada.

Notas adicionales a la Demostracion 3, Ecuacion 9:
La ecuacion (9) era (sustituyendo a o por v en la ecuacién original) :

: |

DV=qg (qy 9,VV +V"V0,qy + a)MquV’1 ) dx* & d,; (15)




=qg q% 9,V¥ +q (VY0,q¢ + wpqsV*) dx* ® 0,

La convencion de Cartan es:

qa qv =6y
donde: 67 =1 si o=v
60=0 si g%V

La ecuacién (1) es:
DV=qdqy 0,V dxt ® o5 +....
= 6y 0,VVdx*® o, +....
= 809,V dx* ®0,+6{ 9,V dx* ® 0, +
65 0,V2dx* ® 9,4+ 63 9,V3dx* ® 03 +....

= VXt ®dp+ 9,V dxF @, +....

]

9 VZdxt ® 0, + 9,V3idxt @ ds +....

:

= VAt D, +....

(16)

(17)

(18)



