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Resumen.

Se demuestra que la dinamica rotacional se ve gobernada, en generaL, por la
derivada covariante de Cartan, cuya conexion de espin es una matriz bien definida de
velocidades angulares. Esta matriz puede expresarse en terminos de cualquier conjunto de
coordenadas, asi como en terminos de angulos de Euler. Por 10 tanto , la dinamica rotacional
es una subestructura de la geometria de Cartan, y puede extenderse de muchas maneras
diferentes, utilizando los principios de la geometria de Cartan y la teoria ECE2. Se incluyen
ejemplos de aplicaciones de la teoria a varios tipos de mo vimientos del girosopo,

Palabras clave: teoria ECE2, geometria de Carlan, dinamica rotacional, movimientos del
giroscopo.























El formalismo de Lagrange require las coordenadas de ambas masas en el sistema global 
cartesiano: 
 
 r1 = R + h1                                                                                                                 (67) 
 
 r2 = R + h2  .                                                                                                               (68) 
 
Su energía cinética es: 
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�
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Para la energía potencial efectuamos una aproximación que se cumple cuando las dos masas 
se mantienen lejos del centro de gravedad, que es el caso para los planetas, por ejemplo. En 
lugar de utilizar r1 y  r2, insertamos r, obteniendo la suma de las energías potenciales de ambas 
masas: 
 

 Epot = − 2 
���

	
 .                                                                            (70) 

 
 
Entonces, el lagrangiano asume la sencilla forma 
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y las ecuaciones de Euler Lagrange, según (34, 35) para las cinco variables de Lagrange son: 
 

 
 
La solución numérica mediante el empleo del código Maxima da origen a los resultados 
mostrados en las Figs. 2-4. Resulta obvio que las coordenadas centrales (θ1, ϕ1, r) se desacoplan 
de aquellas locales de las masas de la pesa de mano (θ, ϕ). Estas últimas muestran oscilaciones 
de nutación y precesión, ver Fig. 2. A partir de la gráfica de trayectorias de las coordenadas 



centrales (Fig. 3) puede observarse que θ1 se mantiene en su valor inicial de π/2, es decir que 
el movimiento ocurre en un plano y no sufre distorsiones por causa de la pesa de mano. El 
radio oscila entre un valor máximo y la mitad del mismo, es una órbita elíptica. 
Correspondientemente, el ángulo azimutal ϕ varía para diferentes velocidades, siendo más altas 
en el perihelio, como es bien sabido a partir del movimiento de los planetas. 
 
 En la Fig. 4 se representan gráficamente las órbitas del centro de masa (azul) y una de 
las masas de la pesa de mano (rojo). El movimiento plano central puede observarse como 
superpuesto con una oscilación tridimensional de las masas. Pueden servir como un modelo 
sencillo para los ciclos de Milankovitch. Estos últimos son muy lentos comparados con una 
órbita, y aquí selecionamos los valores de los parámetros de manera que las desviaciones 
respecto de la elipse puedan apreciarse fácilmente. 
 
 Como otro ejemplo, resolvemos para el movimiento de un cuerpo rígido en rotación, 
en coordenadas polares esféricas, tal como se describe en las ecuaciones (33-35). Esto conduce 
a las ecuaciones de movimiento 
 

 
 
 Se  observa  que  estas  ecuaciones  transforman a un movimiento libre en el caso de   
I1 = I2 , es decir que los lados derechos de las ecuaciones se vuelven iguales a cero. Un trompo 
simétrico rota con velocidad angular constante.    Las ecuaciones se resolvieron para  I1 = 1,     
I2 = 1.5, I3 = 2.5, y las soluciones se representan gráficamente en la Fig. 5. El ángulo polar θ 
describe una nutación, mientras que ϕ aumenta en forma irregular. El motivo es el 
comportamiento oscilatorio del vector de velocidad angular ω, cuyos componentes se 
representan gráficamente en la Fig. 6. El módulo de ω no es constante, y éste no es una 
constante de movimiento. 
 
 

 
 

Figura 1: El modelo de la pesa de mano en rotación, con coordenadas. 
 



 
 
 

 
Figura 2: Pesa de mano en rotación, trayectorias θ(t) y ϕ(t). 

 

 

 

 

 

 
 

Figura 3: Movimiento del centro de masa, trayectorias θ1(t), ϕ1(t), r(t). 

 

 

 



 
 
 

Figura 4: Órbita del centro de masa (azul) y una masa de la pesa (rojo). 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 5: Cuerpo rígido en rotación, trayectorias θ1(t), ϕ1(t) en coordenadas esféricas. 
 
 
 
 



 

 
Figura 6: Cuerpo rígido en rotación, velocidades angulares ω1,2,3 y módulo de ω. 
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